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基于加权闵科夫斯基距离的超透镜相位估计法
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摘     要：超透镜可通过特殊设计的微纳结构突破传统光学系统的性能限制，实现轻量化高分辨成

像。消色差超透镜的理想相位分布和真实超原子相位分布存在偏差，这种偏差难以定量估计。

采用基于曼哈顿距离或欧氏距离的方法估计误差，容易忽略部分频点处大误差的影响，灵活性

差。为了解决上述问题，提出了一种基于加权闵科夫斯基距离的误差估计方法。通过建立空间

维数 p与径向位置、权重向量 w 与单频误差以及色散的关联模型，增强了对宽带光谱特征及空间

相位梯度变化的表征敏感度，从而更有效地抑制了部分频点的相位偏差。仿真分析结果表明：使

用基于加权闵科夫斯基距离的误差估计方法设计的超构透镜，相比其他方法聚焦效率更高，达到

27.974%，综合性能也优于传统相位误差估计方法的设计结果。
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Abstract：Metalenses  can  break  through  the  performance  limitations  of  traditional  optical  systems  through

specially  designed  nanostructures,  enabling  lightweight  and  high-resolution  imaging.  There  exists  a

discrepancy between the ideal phase distribution of achromatic metalenses and the actual phase distribution of

real  meta-atoms,  which  is  difficult  to  quantify.  Methods  based  on  Manhattan  or  Euclidean  distance  tend  to

overlook  the  impact  of  large  errors  at  certain  frequency  points,  resulting  in  poor  flexibility.  To  address  the

aforementioned issues, an error estimation method based on the weighted Minkowski distance was proposed.

By establishing  correlation  models  between the  spatial  dimension p  and  radial  position,  the  weight  vector w

and  single-frequency  error  as  well  as  dispersion,  the  broadband  spectral  features  and  spatial  phase  gradient

variations  were  enhanced,  thereby  more  effectively  suppressing  the  phase  deviations  at  certain  frequency

points.  Simulation  results  show  that  metalenses  designed  with  weighted  Minkowski  estimation  method

achieves a higher focusing efficiency of 27.974% and demonstrates the superior overall performance compared

to designs based on conventional methods.
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引言
超结构成像是利用人工设计的超结构操纵光

波，实现超越传统光学性能极限的成像技术。消

色差超构透镜作为一种基于超结构的平面光学元

件，能够通过亚波长尺度的超原子对宽带光波波

前进行精确调控，在单层结构内实现对不同波长

的同步聚焦，从而为低温光学、光谱探测等紧凑型

光学系统提供革新性的解决方案 [1-5]。近年，学术

界在超透镜的设计与应用拓展方面进展显著。

HUANG X Y等利用相变材料动态调控光束特性，

实现了编码超表面的光束操纵 [6]；基于超振荡原理

的全介质超表面成像技术亦获得突破，该技术通

过精细设计亚波长结构在远场构建超振荡区域，

有效突破了传统衍射极限，大幅提升了纳米尺度

的成像分辨率 [7]。在任何现实情境中，为了实现宽

谱设计，每个超原子提供的局域相位必须尽可能

与消色差相位分布相匹配 [8,9]。因此，相位误差估

计与最小化是决定超构透镜实际聚焦效率、带宽

及成像质量的最关键环节之一[10,11]。

目前，超构透镜的逆向设计与容差分析过程对

超原子实际相位与目标相位间偏离程度的量化普

遍依赖于经典的曼哈顿距离（L1范数）估计法 [12,13]，

少部分采用欧氏距离（L2范数）估计法 [14,15]。这些

方法的计算过程相对简便，但其距离度量在应对

超原子复杂相位响应特性时存在固有局限。针对

上述问题，本文提出了一种基于加权闵科夫斯基

距离的相位误差估计方法。通过引入波长相关时

间维度向量 w与空间维数 p，该方法能灵活地在多

维距离间进行广义插值，从而更精细地描述相位

误差在时域和频域的统计分布特性。本研究旨在

构建此加权闵科夫斯基距离相位误差估计模型，

使用时域有限差分法（finite-difference time-domain,
FDTD）等数值仿真计算方法，系统验证其在提升

相位匹配精度、进而优化消色差超构透镜聚焦性

能方面相较于传统模型的优劣势。 

1    消色差超透镜基本原理
设计消色差超构透镜的本质是设计微纳结

构。一种简单的方法是采用波导（传输）相位描述

光通过透镜发生的相位变化，根据聚焦相位定义

理想透镜的相位分布并最小化所有超构单元理想

相位和真实相位的误差从而构建全透镜。 

1.1    传输相位

超原子的波导相位指将超原子的作用考虑为

等效折射率为 neff 的波导，光波在任何介电超原子

中传播时，经历的相移取决于 neff 及其几何高度和

横向尺寸 [16]。对于光从背景折射率为 nb 的介质穿

过一个高度为 H的超原子时，它能积累的相位差

Δφ为

∆φ =

(
2π
λ0

)
· (neff−nb) ·H （1）

式中，λ0 为设计波长。本实验采用的调制相位为

波导相位，波导相位具有偏振无关的特点。根据

等效介质理论，设计过程中可在一个光栅周期内

将超原子排列成梯度结构从而构建连续的相位变

化轮廓，借此实现对波前的灵活调控。一般来说，

在足够小的尺度量化超原子的横向尺寸就可在固

定的微纳结构高度 H下实现 0~2π的相位覆盖。 

1.2    聚焦相位

为了使所有从超透镜表面出发的光线到达焦

点时的光程相等，从而在交点处发生相长干涉，要

求透镜不同位置的点为光线提供不同的相位延

迟[17]。对于多波长消色差超透镜，每个波长都有不

同的相位。考虑一般的平面波前汇聚为球面波的

情况，根据几何原理计算超表面每一点到焦点的

空间距离，减去固定的焦距再乘以波数相关的系

数即可获得沿半径方向分布的相位，则有：

φ (x,y,λi) = −
2π
λ0

( √
x2+ y2+ f 2− f

)
（2）

x2+ y2

式中：x、y是透镜平面水平、竖直方向上的格点坐

标； 表示该平面位置到透镜中心距离的平

方；λi 是第 i个设计点的聚焦波长； f是设计焦距；

φ是目标相位。在选择相位调制方法时，使用波导

相位的超原子可直接选定与空间位置有关的相位

进行设计，匹配式 (2)计算获得理想相位。 

1.3    相位误差估计

n φsim

为了使传输相位和理论相位相匹配，需要对二

者的误差作最小化设计。任一单元格位置的所有

超原子都存在不同的误差距离，所以后续二维超

构透镜平面内的超原子必须在相位误差最小化的

原则之上进行设计。传统的消色差超构透镜相位

误差估计方法主要包括计算曼哈顿距离或欧氏距

离。利用曼哈顿距离进行相位误差估计的本质，

是正交方向相位偏差的计算，欧氏距离则能表示

维空间的直线距离。仿真相位 和理想相位
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φideal dMA (φsim,φideal)

dEU (φsim,φideal)

之间的曼哈顿距离 和欧氏距离

分别为

dMA (φsim,φideal) =
n∑

i=0

∣∣∣φ(i)
sim−φ

(i)
ideal

∣∣∣ （3）

dEU (φsim,φideal) =

√√
n∑

i=0

(
φ(i)
sim−φ

(i)
ideal

)2
（4）

φ(i)
sim φ(i)

ideal式中： 和 分别是第 i个频率点对应的仿真

相位和理想相位 ，现有的误差估计基本遵循式

(3)和式 (4)的计算方法。因波导的耦合模数随波

导结构截面积非线性增长，如果原子库中尺度较

小的超原子占比更大，基于欧氏距离的方法设计

的消色差超透镜总体偏差就会更小。 

2    基于加权闵科夫斯基距离的相位误
差估计

受限于离散点消色差超构透镜频点位置和数

量的不确定性，章节 1.3中介绍的传统方法均存在

固有局限。基于曼哈顿距离的误差估计对大误差

不敏感，它处理稀疏数据的效果较好，但适应不同

波长微纳结构的传输相位往往随透镜径向距离的

增加不稳定性越来越高，因此不适合多频点相位

梯度设计。欧氏距离对相位数据中的较大差异项

更敏感，可用于大规模微纳结构，但同样无法有效

利用空间及色散信息。针对这些问题，为了进一

步提升消色差超透镜的设计效果，提出了基于加

权闵科夫斯基距离的相位误差估计方法。 

2.1    加权闵科夫斯基距离设计

闵科夫斯基距离是 n维向量空间的 p维距离，

计算向量误差时可写作：

dMINK (φsim,φideal) =

 n∑
i=0

(
φ(i)
sim−φ

(i)
ideal

)p


1
p

（5）

dWMINK (φsim,φideal)

曼哈顿距离和欧氏距离都是闵科夫斯基距离

的多维空间特例，这就引入了第一个设计自由度：

空间维数。另一方面，参考波长点不同，传输相位

本身也会随耦合波数改变发生近线性变化。因

此，额外设计每个波长的占比就等效于在时间维

度设计色散。首先假设带有权重因子的误差向

量，则此时加权闵科夫斯基距离

可定义为

dWMINK (φsim,φideal) =

 n∑
i=0

w⊙γ (λi, p)


1
p

（6）

γ (λi, p)

γ (λi, p)

式中：p是闵科夫斯基距离的维数参数；w是波长

相关的权重向量；⊙是 Hadamard乘积算符；

是不同波长处相位的 p维偏差，由此可将误差函数

按波长向量分配至每个频点。 可表示为

γ (λi, p) =
(
φ(i)
sim−φ

(i)
ideal

)p
（7）

φ(i)
sim φ(i)

ideal式中： 和 分别是第 i个频率点对应的仿真

相位和理想相位。由于存在未知参数，该方法无

法直接应用于误差求解，必须建立二者与相位库

和原子库本身信息的关联模型。 

2.2    空间维数设计

首先分析色散曲线，波长较短时，相位梯度的

绝对值较大，不同频点处的相位差随径向距离的

增大而增大。这种情况下，为了实现根据单元格

的径向位置动态调整误差敏感项 p，通过对聚焦相

位函数及其导数的分析可知：零色散点在透镜孔

径中心时，p随径向距离的增大而增大，可减小相

位梯度突变对聚焦效果的影响。于是考虑构建空

间维数关于 r的函数：

p (r) = pc+ (pe− pc) ·
( r
R

)ε
（8）

式中：R是透镜的孔径半径；pc 和 pe 是预设在透镜

中心和边缘的维数，认为 pe>pc，反映中心关注平

均性能，边缘关注最差情况；ε是控制变化曲线的

指数。 

2.3    波长权重设计

wi (r)

接下来关注时间维度：权重向量由两个因素

确定，包括不同波长的相位差和表示相位梯度的

色散，基于这两方面可构建第 i个波长点的权重

：

wi (r) = α · |∆φi (r)|
max(|∆φ|) +β ·

|∇φi (r)|
max(|∇φ|) （9）

∆φi (r) =
∣∣∣φ(i)

sim−φ
(i)
ideal

∣∣∣
|∇φi (r)| ∑K

i=1
wi (r) = 1

式中： ，即该波长下的绝对相位

误差； 表示色散强度；α和 β是平衡两项影

响的系数，归一化后，使 K个波长下 。

这样做可对更短的波长赋予更高的权重，强调校

正大偏差。如有必要，也可根据设计结果优化系

统参数。基于加权闵科夫斯基距离的误差估计方

法流程如图 1所示。

φsim,φideal仿真分析过程应从 和初始设计参数

开始，对每个格点计算其空间维数和权重向量，然

后获得局部误差度量，再根据误差结果优化设计
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参数。由于引入了时间和空间有关的向量，此方

法相比传统方法有利于提升相位误差估计阶段系

统在宽光谱范围内的成像一致性以及对实际仿真

计算误差的鲁棒性。优化波长权重可有效抑制超

透镜系统的固有色散，确保多波段下的能量分布

趋同；另增加的误差空间维数能更全面地平衡离

散点波长权重设计的效果，利用本不利于成像的

多余相位误差补偿至全光谱，从而在后续设计性

能更稳定的光学系统。本文设计的基于加权闵科

夫斯基距离针对相位进行误差估计的方法本质是

统计聚合的过程，另可与复分孔径等设计方法同

时使用，从而进一步提高消色差效果。所有格点

的相位整体误差结果将用于进行后续的超原子匹

配过程。 

3    消色差超构透镜仿真设计
为了验证所设计方法相比传统方法在大误差

校正方面的优势，选择对一个焦距为 100 μm、半径

为 60 μm、球面汇聚波前的中波红外单超透镜系统

分别采用基于曼哈顿距离、欧氏距离和加权闵科

夫斯基距离的误差估计方法进行设计与仿真验

证。超透镜的基底材料为 Si，超原子层材料为

Ge。本实验采用的波段为 3.25 μm~4.75 μm宽波中

波红外，并在宽谱内以步长 100 nm划分了 16个等

距波长点 λ1~λ16 进行独立计算。理想情况下，只要

每个点的设计相位匹配目标相位且相邻的波长点

相位-频率变化接近线性分布，能量就能在一个连

续波段内汇聚。 

3.1    超原子库设计

通过收集分析多种设计参数（高度、半径范

围）变化超原子的近场仿真结果，并考虑深宽比

τ（通常认为 τ较小的超原子柱可被稳定加工）等可

加工性指标与光能覆盖能力，综合挑选了 5种传输

相位主导的 C4旋转对称超原子组成超原子库，如

图 2所示。5种超原子的截面形状包括圆形、环

形、正方形、回字形和十字形。其中，圆形超原子的

半径扫描范围为 0.2 μm~0.65 μm；环形的内半径为

0.15 μm~0.4 μm，外半径为 0.2 μm~0.65 μm；方形的

边长为 0.4 μm~1.3 μm；回字形的内边长为 0.4 μm~
1.3 μm，外边长为0.4 μm~1.3 μm；十字形的矩形窄

边为 0.3 μm~0.6 μm，长边为 0.6 μm~1.3 μm。所有

超原子的高度为2 μm，超原子的设计参数在透镜面

方向以至多两个自由度做线性变化。仿真结果表

明：共计 1 000个超原子构成的超原子库，已能够

满足所有频点 [0, 2π]的模转换相位覆盖。
 

 
 

(a) 圆形 (b) 环形 (c) 正方形 (d) 回字形 (e) 十字形

1 μm

 
图 2    五种传输相位超原子

Fig. 2    Five types of transmission-phase meta-atom
  

3.2    聚焦相位设计

φideal φsim

离散采样点色散相位设计的目标函数是若干

个波长-相位向量的映射。首先使用式 (2)双曲相

位分布公式计算理论相位，然后利用计算机仿真

超原子记录真实相位向量。对于波长 λ1 到 λn，目
标向量 和仿真向量 的重合度越高，超透镜

的聚焦效果越好。

φsim φideal获得 和 后，直观的设计方法是在每个

单元格位置搜寻误差最小的超原子作为设计结果。

不考虑非周期结构对超构透镜相位面的影响或采

用复分孔径补偿色散常数的情况下，如何进行相

位误差估计是拟合及于后续进行波前相位优化的

关键。按不同方法编写算法，以四方晶格设计的

中波红外消色差超构透镜 Lumerical仿真示意图如

图 3所示，图 3（a）是采用曼哈顿距离的结果，图 3（b）
是采用欧氏距离的结果，图 3（c）是采用加权闵科

夫斯基距离的结果，3个分图右下角的小图表示同

一位置的超透镜边缘局部放大结构。实验中，按

3种误差估计方法分别设计了 3片统一规格的超

 

输入设计参数

遍历所有格点位置

位置条件

求解空间维数p(r)

计算加权闵科夫斯
基距离

误差分布
判断

N
迭代设计参数

Y

计算整体误差

进行超原子匹配

输入φsim, φideal

求解波长权重wi(r)

 

图 1    基于加权闵科夫斯基距离进行相位误差估计流程

Fig. 1    Flow  chart  of  phase  error  estimation  based  on  we-

ighted Minkowski distance
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w = (1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,3,3,1,3,3,3)

构透镜。其中，透镜边缘的加权闵科夫斯基距离设

计的波长权重 ，

p = 2.56空间维数 。为确保变量控制效果，各方法

仿真设计过程的其他步骤和参数均保持相同。 

 
 

40 μm 5 μm 40 μm 5 μm 40 μm 5 μm

(a) 采用曼哈顿距离的结果 (b) 采用欧氏距离的结果 (c) 采用加权闵科夫斯基距离的结果 

图 3    不同误差估计方法设计的超透镜仿真示意图（小图为超透镜边缘局部放大结构）

Fig. 3    Simulation  diagram  of  metalens  designed  based  on  different  error  estimation  methods  (inset:  enlarged  view  of  edge

structure of metalens)
 
 

3.3    焦面分析

为了评估不同相位误差估计方法所设计超构

透镜的实际聚焦位置与目标焦距的吻合度及其稳

定性，选择对多个设计频点处的最大能量轴向位置

进行测量与统计。表 1列出了 3种方法在 16个离

散频点下得到的实际焦距值 fMAN、 fEUC 和 fWMINK，

计算得到其总体标准差分别为 5.069 μm、5.353 μm
和 5.252 μm。 

  

表 1    三种方法设计结果在各离散波长点处的实测焦距

Table 1    Measured focal  lengths at  discrete wavelengths for

designs obtained three different methods
 

λ/μm fMAN/μm fEUC/μm fWMINK/μm

3.25 99.1 99.2 109.5

3.35 97.6 97.7 107.5

3.45 96.4 96.4 106.0

3.55 94.8 95.2 104.8

3.65 94.0 94.1 103.2

3.75 92.9 93.2 101.6

3.85 91.6 92.0 100.0

3.95 91.6 90.7 98.4

4.05 105.9 107.7 97.2

4.15 106.3 106.8 96.4

4.25 105.1 105.9 95.2

4.35 104.4 104.8 94.1

4.45 102.8 103.6 92.8

4.55 102.0 102.3 91.2

4.65 100.7 101.6 102.4

4.75 100.3 100.8 101.5

由表 1的焦距和总体标准差结果可以看出，不

同方法的仿真结果相比原始设计焦距均有大约

5%的偏移。基于欧氏距离方法的实际焦距在不

同频点下呈现最明显的离散分布。基于加权闵科

夫斯基距离方法的实际焦距离散程度在两者之

间，是基于曼哈顿距离方法的 96.5%，该方法设计

结果的像面位置相比传统方法并无优势。分析知

可能有以下原因：其一，超宽带的设计目标始终受

有限的超原子库相位信息制约，这些相位信息不

能很好地满足较多点的相位-频率线性关系；其二，

周期结构的超原子相位与独立仿真的超原子相位

不严格相等，这种偏差会与相位匹配误差相叠加；

其三，超原子单元格四方晶格密铺的格点间距只

在横、竖两个方向趋同，不同的径向相位微分会直

接影响聚焦位置。尽管如此，基于加权闵科夫斯

基距离的方法因围绕 w和 p的变化规则进行设

计，允许在误差估计阶段额外利用空间相位梯度

等信息，相比传统方法将具有更大的优化空间。 

3.4    能量分析

Inorm ∝ |E|2

不同相位误差估计方法所设计超构透镜的聚

焦效率，能反映其实际对设计波段内能量的利用

率。聚焦效率可用艾里斑第一暗环内的功率与入

瞳功率之比计算，聚焦效率越高，超结构向系统内

其他方向引入的杂散辐射就越少。图 4为最佳焦

面光强图，图 4（a）是采用加权闵科夫斯基距离误

差估计方法设计结果的远场最佳焦面，对最高能

量波长点最大值进行归一化的光强（ ）分

布图，能流矢量在透镜中心处的方向垂直于此平

面。图 4（b）是图 4（a）中 y=0位置处的归一化光强

线剖面，可见 λ1~λ16 单色光各自的汇聚效果。
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Inorm ∝ |E|2（a）归一化光强（ ）分布；（b）y=0位置处的归一化

光强线剖面

图 4    最佳焦面光强图

Fig. 4    Optimal focal plane intensity diagram
 

|E|2

由图 4可知，光能在各个频点处的能量均汇聚

于一点，未观察到明显的次级衍射效应，说明消色

差设计结果相对稳定。图 5为远场特性与聚焦效

率示意图。图 5（a）是加权闵科夫斯基距离误差估

计方法设计结果的远场 x-z面 分布图，利用先

前最佳焦面的光强分布数据，可计算聚焦效率。

图 5（b）展示了 3种方法在各离散频点下得到的实

际聚焦效率曲线。从中可以看出，基于加权闵科

夫斯基距离方法误差估计设计结果的聚焦效率在

3.65 μm处远高于其他方法，达到 46.6%。基于曼

哈顿距离和欧氏距离的方法设计结果最低效率为

3.95 μm处的 13.31%和 14.01%，低于前者在 4.65 μm
处的最低值 17.6%。最后，计算不同设计结果，得

到超构透镜的平均聚焦效率 η分别为 23.311%、

26.723%和 27.974%。
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（a）远场 x-z面|E|2 分布；（b）三种方法在各频点下计算得到的

实际聚焦效率曲线

图 5    远场特性与聚焦效率示意图

Fig. 5    Schematic  diagram  of  far-field  distribution  and  fo-

cusing efficiency
 

上述计算与分析结果表明：基于曼哈顿距离方

法误差估计设计结果的聚焦能力最差，基于加权

闵科夫斯基距离方法设计结果的聚焦效率为三者

最优。为了系统定量评估各方法的设计能力，考

虑利用调和平均数构建归一化的综合评分函数。

设实际焦距归一化的总体标准差为 σnorm，则有:

σnorm =
σmin

σ
（10）

式中：σ是总体标准差；σmin 是不同方法的最小总

体标准差。类似地，平均聚焦效率可转化为 ηnorm，
则有：

ηnorm =
η

ηmax
（11）

S

式中：η是平均聚焦效率；ηmax 是最大平均聚焦效

率。此时，综合评价函数 为

S =
2σnormηnorm
σnorm+ηnorm

（12）

计算得到基于曼哈顿距离方法的评价函数

SMAN = 0.909；基于欧氏距离方法的评价函数 SEUC =
0.951；基于加权闵科夫斯基距离方法的评价函数

SWMINK = 0.982。除此之外，本文所提出方法的仿

真时长经验证几乎与传统方法一致，并未显著额

外增加资源消耗。由此可见，基于加权闵科夫斯

基距离的相位估计方法综合最优。 

4    结论
综上所述，本文重点研究了消色差超构透镜设

计过程中基于加权闵科夫斯基距离的相位估计方

法。通过建立空间维数 p与径向位置、权重向量

w与单频误差以及色散的关联模型，该方法克服了

传统估计方法对大误差辨识度低，且对相位梯度

不敏感的缺点，最终实现了总体相位误差进一步

减小。本研究还针对每种方法分别开展了 3.2 μm~
4.8 μm中波宽带消色差超构透镜仿真设计。设计

结果表明：基于加权闵科夫斯基距离的相位误差

估计方法设计的超构透镜，相比其他方法聚焦效

率最高，计算综合评价函数反映的聚焦性能最好，

SWMINK = 0.982。后续将进一步扩充超原子库，同

时研究不同的带权重因子的误差向量参数变化规

则以继续提升聚焦性能。
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