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共相装置镜面组件模态测试及动力有限元修正

莫宇霄1，周子夜2,3，范晨光1，杨宇静1，田　振1

（1. 西南交通大学 力学与航空航天学院，四川 成都 611756；2. 中国科学院 自适应光学重点实验室，四川 成都 610209；

3. 中国科学院 光电技术研究所，四川 成都 610209）

摘     要：为了抑制微振动对拼接式望远镜成像的影响，针对共相装置镜面组件进行了模态测试及

动力有限元修正。由于其结构和接触复杂，将模型进行了简化；基于模态测试结果，采用改进正

交模型 -正交模态法（ improve cross mode-cross mode method， ICMCM）对有限元模型进行动力修

正；对修正后模型进行了阶跃响应求解，并与实测结果对比，以验证模型修正的有效性。测试结

果表明：修正后的模型一阶频率误差由 5.2% 下降至 0.2%，阶跃响应与仿真 6 个测试点的位移峰

值、峰值时间基本一致，位移峰值最大误差为 8.8%。研究结果表明，将镜面组件简化后再通过

ICMCM 法修正，在提升计算效率的同时可保持模型的准确性。
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Modal testing and kinetic finite element correction of mirror
assemblies for co-phase devices
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Abstract：In order to suppress the influence of microvibration on the imaging of the spliced telescope, modal

tests and kinetic finite element correction were performed for the mirror assembly of the co-phase devices. Due

to its complex structure and contact, the model was simplified, and then based on the results of the modal test,

the improved cross mode-cross mode method (ICMCM) was used to correct the dynamics of the finite element

model. The step response of the corrected model was solved and compared with the measured results to verify

the validity of the model correction. The test results show that the first-order frequency error of the corrected

model  decreases  from 5.2%  to  0.2%,  the  step  response  is  basically  the  same  as  the  displacement  peaks  and

peak time of the six measurement points of the simulation, and the maximum error of the displacement peak is

8.8%. The research results show that after simplification of mirror assemblies and correction of ICMCM, the

accuracy of the model can be maintained while improving the computational efficiency.

Key  words： modal  testing； finite  element  correction； co-phase  device； improved  cross  mode-cross  mode

method
  
引言

传统单体大孔径望远镜由于受到镜体加工工

艺和制造成本等多种因素的限制，难以满足日益

提升的需求。由 NELSON J E博士 [1] 等人首次提

出拼接镜设计方案，因为在在重量、成本、制造、

装配和维护方面展现出许多优点 [2]，拼接式望远镜
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在 20世纪后期开始广泛研究并应用于深空探测。

拼接式望远镜的性能由子镜之间共相位水平

来决定，在望远镜工作过程中受到重力、温度等不

同因素影响，子镜之间共相位关系会发生变化，目

前大多采用主动校正光学系统来维持共相位稳定[3]。

在高精度光学成像系统中，由于外部激励接近系

统固有频率而产生的振动是成像误差的主要来源[4]。

因为在陆地上难以模拟太空中天文望远镜的工作

环境，因此，为研究共相位调节机构在发射后的力

学性能和机械性能，更多地依赖于有限元仿真手

段，准确的动力学仿真是抑制微振动的重要参考

依据 [5]。然而，共相装置零件繁多，镜面组件几何

结构和接触关系尤其复杂，难以直接通过有限元

计算分析获得准确的模态性质。因此，考虑通过

模态测试结果对有限元模型进行修正。

关于望远镜机构的模态分析，近年已有文献进

行了深入分析。胡守伟 [6] 等采用质量单元对非结

构仪器和反射镜进行建模, 弹簧单元用于模拟望远

镜方位和高度轴系静压油垫支撑以及直接驱动，

再通过实体单元建立其余部分，为大型望远镜的

模态分析提供技术参考。

现阶段有限元模型修正方法主要分矩阵型方

法 [7] 和参数型方法 [8] 两大类。其中矩阵型方法的

修正对象为有限元系数矩阵，参数型方法的修正

对象为有限元建模的设计参数。

HU S L J[ 9] 等提出了一种不依赖于灵敏度分析

的参数修改法−正交模型正交模态法（CMCM）。

李剑等 [10] 基于 CMCM法提出了一种改进正交模

型正交模态修正方法 （ ICMCM），该方法解决了

CMCM法在修正过程中容易存在数值病态以及无

法修正整体建模误差的问题。李伟明等 [11] 在基于

ICMCM方法基础上，对某贮箱结构进行了有限元

模型修正，使用模态拓展与 ICMCM提高了修正后

模型的可靠性，且计算效率较高。

本文采用激光扫描测振方法对共相装置镜面

组件进行模态测试，基于模态测试结果对有限元

模型进行修正,得到修正因子。将修正后的镜面组

件模型替换原共相装置有限元模型中的镜面组

件，进行瞬态动力学仿真计算，将仿真结果与阶跃

响应试验结果进行对比，验证了模型精度。 

1    镜面组件结构特点与研究方法
共相装置通常由粗调级组件、精调级组件、镜

面组件构成[12]，各组件由众多零件组成。在镜面进

行共相调整时，由粗调作动器、精调作动器等装置

共同作用[13]，使得镜面位姿达到期许值。

镜面典型支撑方案主要有 Grubb方案、Hindle
方案、Lassell方案以及 Bipod方案 [14-15]。基于镜面

组件的重量、体积、拼接镜口径以及展开状态等因

素，整体支撑习惯上采用 3点支撑的 Bipod方案[16]。

在镜面背面设计了 3组 Bipod双脚架。Bipod双脚

架[14] 由 2个杆件和 4个球铰链转动副组成，以 120°
均匀分布，由修正之后的 Kutzbach Gruebler公式可

以计算出支撑系统的空间自由度数为 0，实现静定

约束。

镜面组件结构如图 1所示。镜面组件由镜

面、镜面框架和后边 57个压电条组成，通过压电

条的伸缩改变镜面曲率。在镜面组件后边，在镜

面短边处均匀分布 3组压电作动器，每组 3个，如

图 2红框所示（为方便观察隐藏了连接件）。在进

行粗调级调整时，进行较大幅度的角度调整，不因

为外界震动等干扰产生位移整体变形，在镜面曲

率调整中镜面又会由于压电条致动伸缩产生变

形，因此，镜面组件有限元组件的刚度匹配度要求

较高。
 

 
 

镜面 框架 压电条

(a) 镜面组件整体结构示意图

(b) 压电条示意图 
图 1    镜面组件结构

Fig. 1    Structure diagram of mirror assembly
 

本文对镜面组件建立有限元模型是为了建立

共相装置整体有限元模型，获得其整体模态，并不

关注压电条的局部模态，同时压电条接触多，接触

刚度难以确定，不便于进行有限元仿真。因此，本
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文将压电条和镜面框架简化为一体，具体简化方

式在下面详细描述，完成简化后，再通过有限元修

正手段修正其刚度和质量。为验证修正后有限元

模型与实物模型的匹配度，对镜面后边 3组压电作

动器中的一组施加较大的阶跃信号，使镜面发生

较大幅度变形。对阶跃响应测试结果与对应仿真

结果进行对比，若对比结果基本一致，则证明实物

与有限元模型匹配度较好。本文具体技术路线如

图 3所示。 

  

 
图 2    压电作动器位置示意图

Fig. 2    Schematic diagram of piezoelectric actuator position
  

  

镜面组件

阶跃响应
测试结果

模态
测试结果

初步的
有限元模型

修正

瞬态
动力学仿真

基于测试结果
修正后模型

验证
对比

准确的动力学
有限元模型 

图 3    本文技术路线

Fig. 3    Technical route
  

2    有限元仿真及修正方法 

2.1    模态分析

经过综合分析，材料参数取值如表 1所示。镜

面模型如图 4所示。对铝基碳化硅的镜面、镜面

框架及后边的压电条作动器分别建模。镜面设置

为铝基碳化硅，压电条为压电陶瓷，框架为铝。按

照实验模型设置镜面框架与镜面的接触、压电条

和铝制框架的接触均为绑定。 

 

表 1    本文采用的材料参数

Table 1    Material parameters
 

材料 ρ/g · cm−1 E/GPa v

铝合金 2.92 71.7 0.3

铝基碳硅 2.7 200 0.15

结构钢 7.8 200 0.31

压电陶瓷 7.5 76.5 0.32
 
 

 
 

 
图 4    镜面组件的实物模型

Fig. 4    Physical model of mirror assembly
 

简化前的模型如图 5所示，简化后的模型如

图 6所示。对未简化模型仿真，结果显示，在二阶

模态之后，集中存在大量压电条局部模态，如图 7
所示。
 

 
 

(a) 简化前镜面组件示意图

(b) 简化前压电条示意图 
图 5    简化前模型

Fig. 5    Model before simplification
 

为排除压电条局部模态影响，找到镜面组件整

体模态，将压电条和镜面框架视为一体，简化压电

条几何结构以减少网格数量，瞬态动力学仿真时
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可提高计算效率。简化前后网格数对比如表 2所示。
 

 
 

(a) 简化后镜面组件示意图

(b) 简化后压电条示意图 
图 6    简化后模型

Fig. 6    Model after simplification
 
 

 
 

 
图 7    压电条局部模态

Fig. 7    Piezoelectric strip local mode
 
 

 
 

表 2    模型简化前后网格数量对比

Table 2    Comparison  of  the  number  of  meshes  before  and

after model simplification
 

网格数 节点数

简化前 51 146 263 878

简化后 7 613 16 994
  

2.2    修正方法

基于测试结果，采用正交模型-正交模态方法

(ICMCM)进行修正。此方法相比于其他有限元修

正方法优点在于可以不依赖灵敏度来进行计算修

正，并且无需迭代。

ICMCM方法 [10] 中假设有限元模型与试验模

型之间存在如下关系。
K∗ = T TKT +

Ne∑
n=1

anT
TKnT

M∗ = T TMT +
Ne∑
n=1

βnT TMnT

（1）

K∗ M∗

K M

Kn Mn

αn βn

Ne

式中： 、 分别为试验数据的刚度矩阵和质量

矩阵； 、 分别为初始有限元模型的刚度矩阵和

质量矩阵， 、 分别为有限元模型第  n个子单

元的刚度矩阵、质量矩阵对系统整体矩阵的贡献：

、 分别为第 n 个子单元的刚度修正因子和质

量修正因子； 表示单元的个数。

p

为求得刚度修正因子、质量修正因子组成的

矩阵 ，ICMCM方法中给出，即求最小二乘意义解：

[CE] p= Gp= f （2）

式中：

C =

 C11,1 · · · C11,Ne

· · · · · · · · ·
Cn f×n f ,1 · · · Cn f×n f ,Ne

 （3）

E =

 E11,1 · · · E11,Ne

· · · · · · · · ·
En f×n f ,1 · · · En f×n f ,Ne

 （4）

p=
[
α1, · · · ,αNe,β1, · · · ,βNe

]T （5）

f =
[
f11, · · · , fn f×n f

]T （6）

p C,E, f式中： 矩阵为所求矩阵： 矩阵中各值由式

（7）给出：
Ci j,n = (φi)TKn(φi)T

Ei j,n = −λ∗j(φi)TMnφ
∗
j

fi j =
(
λ∗j −λi

)
(φi)TMφ∗j

（7）

φi φ∗i式中： 为仿真模态参数振型； 为测试模态参数

振型。特征值数据由频率结果直接给出，即： λ∗j = 2πw∗2j

λi = 2πw2
i

（8）

w∗j wi

M K

φ

φ∗

式中， 与 为试验得到的 j阶与仿真得到的第

i阶频率。 和 可在有限元模型中直接获取，进

行特征值计算后可得到仿真模态振型 。试验模

态振型 无法直接识别，使用传统的模态扩展方

法，即将有限元模态振型代替试验模态振型：

φ∗i = φi （9）

K∗ M∗

b1 d2

和 也在有限元模型中直接获取，但由于

单元矩阵维度大小与振型矩阵不匹配，需要对单

元矩阵进行扩维。将原节点值保留，其余值用 0
插空，扩充矩阵维度。例如，若某单元具有 ,
2个节点，每个节点有 2个自由度，则其单元刚度

矩阵为

Kn =

 Kl1 ,l1 Kl1 ,l2

Kl2 ,l1 Kl2 ,l2

 （10）

对该矩阵进行扩维，可以写为
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[
Kl1 ,l1 Kl1 ,l2

Kl2 ,l1 Kl2 ,l2

]
→


· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · Kl1 ,l1 · · · Kl1 ,l2 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · Kl2 ,l1 · · · Kl2 ,l2 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


（11）

Kl1l1式中 为 2×2矩阵。按照节点完成分类后，对总

节点编号进行扩维，被省略部分值均为 0 。

p

对镜面组件的修正可通过提取出有限元模型

节点信息矩阵，集成出（2）式所需所有矩阵后进行

计算，修正大纲如图 8所示，有限元修正的具体流

程如图 9所示。通过以上计算流程，得到所求矩阵

，即刚度修正因子和质量修正因子。最后以求得

的刚度修正因子和质量修正因子为标准，修改原

始有限元模型，即可得到修正后的有限元模型。 

  

提取模型相应的单元矩阵系数

特征值计算

使用ICMCM法计算相应系数矩阵

验证修正后模型的合理性
 

图 8    有限元修正大纲

Fig. 8    Outline of finite element correction
  

  

试验

ωj* ωi

λj* λi φ*
i

C E

p

f

φi

K, M K*, M*

Kn, Mn

原始仿真模型

节点信息矩阵

 
图 9    有限元修正参数流程

Fig. 9    Flow chart of finite element correction parameters
 

MAC (i, j )

为评价本次修正结果 ，引入模态置信准则

（MAC） [17]，MAC是用 1个数反映 2个模态的相关

程度。  MAC 阵中每个元素代表对解析振型和试

验振型的相关系数，取值范围为 0～1。若

MAC (i, j )

越接近 1，则第  i 阶计算模态与第  j 阶测试模态相

关性越好。因此，MAC阵角元越接近 1，辅元越接

近 0，代表模态相关性越好，也说明了有限元模型

可以可靠地预测实际结构的动力响应。

可表示为

MAC (i, j) =

(
φTi ψ j

)2
(
φTi φi

) (
ψT

jψ j

) , i = 1,2, ..,n; j = 1,2, ..,m

（12）

(i, j )

φi ψ j

式中： 为 MAC阵中第 i行、第 j列元素；n为有

限元计算的模态阶数；m为试验获得的模态阶数；

为第 i 阶计算模态； 表示第 j 阶测试模态。 修
正前和修正后模型的 MAC阵计算结果如图 10所

示。从图 10可以看出，模型计算的 MAC阵中主

对角元素均大于 0.9，辅元素均小于 0.1，表明模态

相关性较好。 
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关
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仿
真
模
态
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1

实验模态号 
图 10    MAC 阵检验模型修正合理性

Fig. 10    Correction rationality of MAC array testing model
  

2.3    基于修正模型的瞬态动力学求解方法

压电陶瓷材料（PZT）属于各向异性材料 [18]，本

文使用的压电陶瓷材料 PZT-4的参数设置如下：

CE =



13.9 7.78 7.43 0 0 0
7.78 13.9 7.43 0 0 0
7.43 7.43 11.5 0 0 0

0 0 0 3.06 0 0
0 0 0 0 2.56 0
0 0 0 0 0 2.56


×1016N ·m−2

[e] =



0 0 −5.2
0 0 −5.2
0 0 15.1
0 0 0
0 12.7 0

12.7 0 0


×C ·m−2

[
kS ] =


728.5 0 0

0 728.5 0
0 0 634.5


瞬态仿真设为 3个子步，设定自适应步长时长
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范围为 0.000 5 s～0.01 s。在镜面组件下压电装置

分别定义为零势能面和施加电压面，施加 90 V
方波激励，可得到时域内的位移响应。 

3    模态测试 

3.1    试验仪器及试验条件

在对镜面组件模态测试中，需要测试高阶模

态，且对试验精度要求较高，传统接触式测振仪测

点布置操作复杂，需要粘接测试探头和连线，这些

附加质量会影响测试结果，并且由于镜面组件结

构复杂，测点的布置量更多，因此，本试验采用非

接触式德国 Polytec公司 PSV-500-Xtra扫描式激光

测振仪、VGO-200激光位移传感器两套设备进行

测试。主要实验仪器性能如表 3所示。 

 
 

表 3    主要试验仪器性能

Table 3    Performance parameters of main test instruments
 

序号 设备名称 型号 主要技术参数

1 激振器 MS-20 峰值激振力 20 N

2 激光位移传感器 VGO-200 最高频率 100 kHz

3 多通道数据采集仪 LMS 64通道

4 扫描式激光测振仪 PSV-500-Xtra 速度分辨率0.01 μm·s−1/Hz，最高采样率6 MHz

5 信号发生器 RIGOL DG1022U 2通道, 6位/秒采样率100 MSa·s−1
 

扫描式激光测振仪和激光位移传感器采用多

普勒测振技术，利用多普勒效应和外差干涉原理[19]

测量目标物体表面振动。多普勒激光测振仪具有

高精度、高灵敏度、不受物体尺寸影响、不受温度和

位置影响、可大量布置测点、测量距离更远、空间

分辨率更高、测量时间更短、无附加质量等优势[20]。

本文所有试验均在常温常压封闭试验室中展

开，排除了振动的环境因素。针对自由模态测试

下对模型约束的要求，镜面框架预留了外接吊耳

安装孔，以方便使用弹性悬吊绳进行约束。基于

悬吊绳具有高柔度和轻质的特点，该约束方式可

很好地近似为无约束时的自由模态，约束方式如

图 11所示。胡守伟 [6] 等研究指出，望远镜连接件

的刚度对有限元分析结果影响较大，本文通过实

体单元建立了柔性双脚架，用于拟合在压电响应

测试中的约束状态。
 

 
 

 
图 11    试验装配图

Fig. 11    Physical drawing of test assembly 

3.2    模态试验方法

镜面组件结构如图 12所示，包括镜面组件、

柔性铰链等结构。在镜面结构的工作面，按照结

构框架节点布置激光测点。激振器激励点由于镜

面结构容易损坏且不测试压电条模态，考虑选在

镜面框架上。
 

 
 

镜面框架

连接处

 
图 12    结构示意图

Fig. 12    Structure diagram
 

通过柔性绳将镜面组件悬挂于模态试验支架

上，并根据有限元初步仿真结果及结构特点，在镜

面组件上布置了约 250个测点，连接激振器采用单

点激励、多点拾振测试方案进行 0～2 000 Hz扫频

测试。模态测试图如图 13所示。为保证精确度，

每个测点进行 3次扫频测试，取 3次测试结果的平

均值作为最终结果。测量完成后，在 Polytec后处

理软件中可以获得镜面组件的频响曲线、模态频

率和对应振型。 

3.3    阶跃响应测试方法

在阶跃响应测试前进行对应有限元仿真，提取

各边在只激励一组压电作动器时的位移情况，结

果如图 14所示。图 14中由蓝至红的颜色代表位
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移的大小，其中红色最大，蓝色最小。从图 14可以

看出，各边最大位移与最小位移点均为六边形顶

点，对比各边位移最大与最小点更有参考性。另

外，考虑到 VGO-200激光位移传感器需要手动选

择测点和镜面内测点，其位置会出现偏差，并在定

位过程中对光滑柔软的镜面造成损伤。为保证仿

真与试验测点坐标一致性以及测试件安全，选择

六变形顶点为位移响应的测点，阶跃响应测试点

布置如图 15所示。 

  

 
图 13    模态测试图

Fig. 13    Modal test experiment 

  

 
图 14    阶跃响应的各边位移云图

Fig. 14    Cloud atlas of displacement on each side of step re-

sponse 

  

1 2

3

45

6

 
图 15    阶跃响应测试点布置示意图

Fig. 15    Schematic  diagram  of  step-response  test  points

arrangement
 

阶跃响应测试时，使用信号发生器给 1号和

2号测点后的压电作动器施加 0.1 Hz、90 V的方波

激励，通过 PolytecVGO-200激光位移传感器测量

选定的各测点，采用 DASP分析软件记录时程图。

具体阶跃试验流程如下：在给定脉冲激励下，

测试获得各组件关键点位置，特别是镜面组件上

表面关键测点的响应时间历程曲线，提取振动幅

值、响应时间、响应主频、对数衰减率等参数进行

分析。利用激光测振仪测试振动信号，获取所要

分析的物理量，将阶跃响应测试结果与修正后的

有限元模型仿真分析结果对比，验证模态测试的

动力学参数的拟合程度。 

4    结果对比 

4.1    模态仿真与试验结果对比

通过 PSV-500-Xtra扫描式激光测振仪，测得模

型在 0～3 000 Hz的响应，如图 16 所示，其中红、

绿、蓝 3条曲线分别代表 x、y、z 3个方向的响应。

在 Polytec后处理软件中获得前六阶模态振型，模

态频率及振型如表 4所示。 

 
 

1.5
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0
500 1 000

频率/Hz

响
应

/(
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m
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/V
)
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图 16    镜面组件模态试验频响曲线

Fig. 16    Frequency  response  curves  of  mirror  assembly

modal test
 

对初步有限元模型仿真分析发现，试验频率差

距与仿真模态频率误差较大，但是试验与仿真模

态又保持着极高相似性。对镜面组件进行简化及

修正后误差下降，修正结果如表 5所示。

由表 5可知，镜面组件修正后，一阶频率误差

由原先的 5.2 %降低至 0.2 %，二阶频率误差由 1.8 %
上升到 2.3 %，三阶频率误差由 14.3 %降低至 9.7 %。

其中二阶频率误差略有上升，这一现象产生的原

因是，本次修正的主要对像为一阶频率，修正中为

保证整体模态的正交性，使高阶模态结果出现小

范围变化。

修正完成后仿真频率与试验频率前三阶误差

均不超过 10 %，修正后模型能够满足仿真精度要

求。对模型进行自由状态下模态分析，得到前六

阶振型以及对应频率，如表 4所示。 
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表 4    镜面组件的模态试验测试结果与仿真结果

Table 4    Modal test results and simulation results of mirror assembly
 

阶数 试验模态振型及频率/Hz 仿真模态振型及频率/Hz（括号内为修正前的频率）

1

731.25 732.10 (770.65)

2

928.12 906.75 (945.02)

3

1 659.40 1 837.40 (1 934.00)

4

1 934.40 2 136.50

5

2 087.50 2 183.10

6

2 193.80 2 347.90

 
 

 
 

表 5    镜面组件模型修正结果

Table 5    Correction results of mirror assembly model
 

阶数 试验频率/Hz 仿真频率/Hz 修正频率/Hz 原始误差/% 修正误差/%

1 731.30 770.70 732.10 5.2 0.2

2 928.10 945.02 906.75 1.8 2.3

3 1 659.40 1 934.00 1 837.40 14.3 9.7
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4.2    阶跃响应测试与仿真结果对比

对粗调平台阶跃仿真得出的结果与试验测试

结果进行对比，如图 17所示。从图 17中可以看出，

6个测点的位移峰值与峰值时间基本一致，位移峰

值最大误差为 8.8 %，验证了简化后镜面模型组件通

过有限元修正拟合实物模型的准确性。注意到阶

跃响应测试与仿真结果有一定偏差，是因为有限

元修正对像只是质量与刚度，不涉及阻尼修正，阻

尼的差距导致阶跃响应测试与仿真结果略有差异。

除特制模型外，一般模型阻尼比均小于 0.1，因
此，试验测试时阻尼比对模态频率及振型影响极

小，在模态仿真中若不特殊说明，均指实模态的有

限元仿真，实模态仿真时忽略了阻尼影响，也就是

仿真计算时令运动学方程中阻尼矩阵为 0。本文

建立有限元模型是为了实现模态仿真及减振，因

此阻尼项的差异对本文有限元模型准确性无影响。
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图 17    阶跃响应测试结果与仿真结果对比

Fig. 17    Comparison between test results and simulation re-

sults of step response
  

5    结论
本文基于试验测得了模态结果，对初步复杂有

限元模型进行简化后再修正有限元模型，利用修

正所得有限元模型进行阶跃响应计算，将模拟结

果与阶跃响应测试结果进行对比，可得如下结论：

1） 研究得到镜面组件一阶自由模态为单侧扭

转变形，二阶模态为镜面基于平衡位置的弯曲变

形，三阶模态为三边二阶弯曲的组合变形，高阶主

要是基于约束处的弯曲变形。

2） 本文经过简化后的模型网格数量下降约为

原来的 14%，修正后的频率误差均下降到 10%以

内，其中一阶误差控制达到 0.2%；提升了计算效
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率。基于模态试验结果利用 ICMCM法简化原始

复杂模型并修正的方法，具有较好的简化效率与

计算精度，具有一定工程实用价值。

3） 修正模型的瞬态动力学仿真与阶跃响应测

试中测点峰值误差都在 10%以内，证明了修正后

有限元模型的准确性，为工程中接触条件复杂、复

杂多样的结构有限元分析提供了一定参考。
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